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The dynamic equations of an autonomous underwater vehicle (AUV) are 
described as a nonlinear system with multiple hydrodynamic coefficients which 
strongly affect the performance, maneuverability and controllability of AUV. On 
the other hand, the value
the geometric properties. In this paper, the nonlinear model 
problem of NPS AUV II, as a six degree
underwater vehicle, is addressed by using the nonlinear co
Kalman filter (EKF) observer with guaranteed convergence. To this end, the 
hydrodynamic coefficients of AUV are considered as the augmented state 
variables of a six DOF nonlinear model. Based on the input
presence of the measurement noise of sensors, the state variables and the 
hydrodynamic coefficients of 
are suitably estimated by using the EKF observer. In order to analyze the 
numerical performance of the proposed 
vehicle are introduced, and a comparison is made between the identified model 
outputs and those of the real model.
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The dynamic equations of an autonomous underwater vehicle (AUV) are 
described as a nonlinear system with multiple hydrodynamic coefficients which 
strongly affect the performance, maneuverability and controllability of AUV. On 
the other hand, the values of these coefficients depend on the vehicle speed and 

geometric properties. In this paper, the nonlinear model 
problem of NPS AUV II, as a six degree-of-freedom (DOF) autonomous 
underwater vehicle, is addressed by using the nonlinear co
Kalman filter (EKF) observer with guaranteed convergence. To this end, the 
hydrodynamic coefficients of AUV are considered as the augmented state 
variables of a six DOF nonlinear model. Based on the input

of the measurement noise of sensors, the state variables and the 
hydrodynamic coefficients of the nonlinear model in a (path) helical 
are suitably estimated by using the EKF observer. In order to analyze the 
numerical performance of the proposed method, the dynamic equations of the 
vehicle are introduced, and a comparison is made between the identified model 
outputs and those of the real model. 
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The dynamic equations of an autonomous underwater vehicle (AUV) are 
described as a nonlinear system with multiple hydrodynamic coefficients which 
strongly affect the performance, maneuverability and controllability of AUV. On 

nd on the vehicle speed and 
geometric properties. In this paper, the nonlinear model identification 

freedom (DOF) autonomous 
underwater vehicle, is addressed by using the nonlinear continuous-time extended 
Kalman filter (EKF) observer with guaranteed convergence. To this end, the 
hydrodynamic coefficients of AUV are considered as the augmented state 
variables of a six DOF nonlinear model. Based on the input-output data at the 

of the measurement noise of sensors, the state variables and the 
nonlinear model in a (path) helical maneuver, 

are suitably estimated by using the EKF observer. In order to analyze the 
method, the dynamic equations of the 

vehicle are introduced, and a comparison is made between the identified model 
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1 System Identification 
2 Autopilot 
3 Linear Damping Coefficients 
4 Linear Inertial Force Coefficients 
5 Nonlinear Damping Coefficients 
6 Planar Motion Mechanism - PMM 
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��� ��/� �� K/=Q& � 123/
 

��/��������/F 8���9 :�F����� ��	
�� 7� K/���
 5�6� �2��C A
� �@ �� ����� ����6& �7 K���n ��6=� � K��2=�� �E�F 

 �6=� �����]6[ :  
)1( 5�W7�� RB��G ���
��� "��2 

K�� "�� �7 �6J�� ���
��� :��/37 123/
 ?�� �	. � ��6C:�F ����� �7E�� �� hN��� �6C��6C �7 �2��C��@ ��� A
� .
�7 �6_ ��6=� �� hN�� ]15["�� 4� � ���
��� :�F�2����$ K/=Q& �6J�� �7 �<=> ?�� ��/��������/F�9��� :�F  R$6@

l�Q2�� R$6@ �/0 � ��� :��7 ��� 4� ����� �7E�� �7 L�
� 4/��& RB��G 5�W7�� ��� �o��� A
�.  "�� hN�� K�� ��
�2����$ K/=Q& :��7 :�����/$�� A@�G :��7 :��E �N�� 4� ?�� 4� �<=N � �PV� ?�� �� :�� �7 ����� 123/
 :�F 

 �6�� :�2
��� )Surge ( :�6=> �6�� ?6G Y.�n �� )Yaw(:��E �N�� �
 ?�� 4� � � 7 �2@�G �6� 4/����� :��
Yaw A
� �2��C ���7 �!�� ���� �� {�P�� 5�6� �7 �2@�G �6��� 4� ��V�� �7.  

)2( �!/Z	& ���
��� "��3 

K�� "�� ���
��� P/� �7 �6J�� ���
��� �!/Z	& �PV� �6	7 ?�� :�F�2����$ 5�6v7 �� � ��7 �Z/@�& � `3� ?�2�@ :�F����� 
�7E�� �� hN��� �7 �2��C��@ ��� A
� .^�F � :�F���/=Q& �2����$ �!/Z	& �� hB�� ���/=_� R��G ���@ � K�� A
� �@ 

U�=& ?���/
�F A�& a���� ���@ � 4���& �����$4� ������@ �B�7 ����� � K/�z=F ����!� K/=Q& �� ��� �7 �WB�� ����!� 
������ :�F�2����$ ���=F �� ��6�]16[.  �� "�� K�� ��� `3� a���� �7 8
��� :���� ?���/
 l�Q2�� ���@ � 4���& 

���7 :��> l�Q2�� K/�z=F � ��
��7 A�& 123/
 :�F�� ���=& 4���& �6J�� �7 ������$ j/Z	& K/��6B �� j/Z	& :�F
��67 A/=F� �$ � 1�� ��/37 �H��_ a
6& :�����/$ %
�$ �����=F �� ���P37 Y!� :���� ��� �F���7 . �G �& R��> �� K��

�C�/z/$ � A������ ��V�� m>�7 :����� �C�
��� K�� �G��_ �� ���F��6� .�7 �6_ ��6=� �� hN�� ]16[� 4� 4/��& 
���
��� �!/Z	& a.�75 �7 �����$ �6J�� ���
��� )����> (?�� ��/����� 4� T6� ����� �7E�� �o��� ��� A
� .�� K�� 

                                                             
1 Computational Fluid Dynamics - CFD 
2 Least Squares Identification 
3 Adaptive Identification 
4 Persistent Excitation  
5 Online 
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���
���  :��E �N�� Y� �	.�/0 ?���7 ��2Z�  �	.�/0 ��2���EKF  :��7 ��� �2
6/$����� ��	
�� NPS AUV II  

����6
6� �/=G �/
 ��/�6@ �9��/=G  ���/���@� K3��  

hN�� �3��!� :� � "�� ���<=> :�����/$ �7 4/��& ���
��� ?���2� |��. � a.1 RB��G 5�W7��  ���
��� �6J�� �7
?��5�6� ����� :��7 ��� l�Q2�� :��E �N�� 4� ��� �<$6@� :�F �2��C A
�.   

)3(  ���
��� "��a
6& :�� j	��  ���Z��Zv> :�F2  

���
��� j/B� 123/
:�F :���� ��n-�N��. ��n �/0 �	. �/I2� �7 ���� �7 �D�� :��7 123/
 :�FAUV  � ��N� �6J�� �7
12��6� � :�
 ���/$:�F �E j/B� :�7��� � �2���/$ � �2�@��/37 :��� ��F �� :���9���7 .�7  :�F�C�
��� �<@ �6_ ��2Z�

 �7:�� j	��  �� ���Zv> ��Z�  �@���
��� :��7  ?��:�F����� ���B ����2
� ��6� �7E�� ��4� ����/C ���� �<@ :��7 

 :��E �N�� Y� 8<� ���7 �</
� �F ��/����� :�3 ��l63�� ����6�.  hN�� ��6=� �6_ �7]17[ �RG �7 � `3� 

���
��� a.�7 123/
 4/����� 4� AUV ^�F �7 �7 �7�/2
� ��/����� ?�� �	.�/0 R$6@ ��� ����� 5�6v7 4� �ZWN 

�� ��/
����$ .K�� hB�� �� :���� 5�>y_� �7 �N6& �7 ��/
 �ZWN– 4/��& �� L�
� �7 �123/
 � |�Q23� �N��.
 "�� � �!/Z	& :�� :�3 �� a.�7 :�����/$ :�
 ?��:��-�Zv> 

3�!/Z	& ��7 ��� A
� � �7 �Z<0 �6J��  �/;�& �7
�N��. K/W��� 5\y2.� � K/�z=F �C�/z/$:�F��/� :�3 �� :�F ��/��������/F AUV  ��� `3� :�/C���7 4� ?�� 

�9��� � K/=Q& :�F�2����$ ���7 ��E �2��C ��� A
� . hN�� K/�z=F]18[� � `3� ��N� ���/$ � :�
 "�� ���
��� 123/
 
a
6& 4� �C�
��� ��Z� �Zv> ��2Z� �7 4/��& K/���:�F ��Z/2�$ ����74 )SVM( �7 �� �6J�� �	.�/0 :�3 �� 4/����� 

:�F����� R�� ��}� ��	
��5 �� H�	���@. �� K�� � �!� �7 �6J�� �7�/2
� �7 t67�� ����!� �7 5�!2�� ��/��������/F 

� ����� ?��:�F ��/����� 4 �7:�F �� �2�@ �����F � 5�>y_� �� � a. � |��. 5�6v7 123/
 � |�Q23� Y���E 

"�� �<=> ���� A@�G UP/���� A3&  :�)PMM (�  "������C lE R�6&6 )CWC (A
� ��� ~�Q&� � �7 :��Z� �E�F 

�C�
��� �Zv> SVM �7 �6J�� ���
��� 5�!2�� � �F�2����$ ��/��������/F ����� ���7 �� �2��C�6� �@ ���� K��  �V�� O�2����
�7 :�3 �� �	.�/0 4/����� �� ��������C.  

  

� 4� �F 4/��& K�� ��� �@~ :�F���P� :���� � ����7 �� �Z��W�  �� K�� �AB� �7 �23��7  �j/B� �6_ �7 ����
��� "�� �  ?��
:�F����� �J���6� �7E�� L�
� �7 �WB�� a����  �l�Q2�� 5���P<�  ���C]6[. "�� �� �<�� ^�F �@ �z�E ���� ��� :�F

�� �9��� ?�� K2��� ���7��2�� :�
 �/Z� �����6& �@ A
� �Z
��� ���7 ���� �� �
��7 ��6� � `3� �7�V&.  �
��7 �7 A���� ��
�E �7 ���� �237�� hN�� K���n K/�z=F � X6� ���
��� "�� �2
� �
 �7 aZ&�� 5\�!� K�� � 4� �F j/B� R��@ hN�� � �F

]6[�� � �@ �6=� ��/7 ��6&� 4� �F 4/��& K��@~ :�F ��� � K/�/$�� ����@ ����� �6/B � ��� :���� RB��G ������7 : 

• �	.�/0 5\��W� :�
 �	. AUVU�& � i�/<$6@ �;� K2��C ������ � � 123/
 5\��W� �	.�/0 :�F]16[ � Ty_� �
��/W��� 5��//I& ���@123/
�� � 4� �F U6<W��� ����> ���C��N ���
��� � �123/
 :�2����$ :�F a
6& ����� :�F

�C�
��� �	. :�F]15 �16[ � 
•  �N��. 5����20� �/J� 123/
 ���
��� �6J�� �7 �C�
��� �G��_ ���� �� ��#C �/;�& R��6> �.�7 K2���� �J� ��

P�6� � a/�� :�/C ����� :�F]16-18[� 

                                                             
1 Offline 
2 Fuzzy Logic and Neural Network Identification 
3 Neurofuzzy Modelling 
4 Support Vector Machines - SVM 
5 Torpedo-Shaped 
6 Circulating Water Channel - CWC 

 [
 D

O
R

: 2
0.

10
01

.1
.2

32
23

14
6.

13
94

.3
.1

.5
.5

 ]
 

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 jo

ur
na

ls
.s

ut
.a

c.
ir

 o
n 

20
25

-0
6-

17
 ]

 

                             5 / 31

https://dorl.net/dor/20.1001.1.23223146.1394.3.1.5.5
http://journals.sut.ac.ir/jnsee/article-1-118-en.html


 

 ����� �F �����
: 0�	.�/ 
���� ��� ���� �X�73 ���=� �1 ���237�&1394 Journal of  Nonlinear Systems in Elect. Eng. Vol. 3, No.1, Summer2015 

75 
���
���  :��E �N�� Y� �	.�/0 ?���7 ��2Z�  �	.�/0 ��2���EKF  :��7 ��� �2
6/$����� ��	
�� NPS AUV II  

����6
6� �/=G �/
 ��/�6@ �9��/=G  ���/���@� K3��  

• ���
��� 123/
 �J� �� �7K2��C �6� ��/��& A@�G  ��/0 � j=> �A=
 �6� � 1>���  :�6���u�. ]15 �16[ � �7
 123/
 :��7 U6<W��� �2����$ :����� ��/37 ���W& K2��C �J���]15 �16[� 

•  :�����/$ "�� �� �C�
��� U��!� ���<=> � :�����$ �</<�& K/=b& K2����]16-18[� 
• ���� �7 �
�2
� U�P K/��6B |�2�2
� A�N ����� A@�G ]<2Q� a���� �� 123/
 �N��. � :���� :�F  �7 :��

 �Zv> ��Z� "6�E �� � h��N 5�6�]17 �18[. 
  

 4=@ �7 123/
 ���
��� "�� �	.�/0 :�F��2��� ����� K= �@ �2</� �2��� �W
6& ��PI  �� � � 123/
 5\�G K/=Q& A�N
��/��������/F 8���9 �����  � ���� ��� ��6�> �7"����7��@�$ :�F  H�	������7 ]19-25[.  ��2��� �2Z ��	.�/0 

P2/�f/  ��2
6/$ � ��� ���@ �A������ �� ��67 ���� R/ � �7 ��PI ��1  K�� ?�=>� A/<7�B K/�z=F � �123/
 �	.�/0 h7�6&
123/
 �7 ���& ��2��� ��23Z=F � ?���� U�� �7 ���F�C�/z/$ :�������/$ �� �&y��� � �F �� :�
  ���7]24-26[. �R7�!� �� 

K= �@ �2</� ��2��� �W
6& �2��� ��A������ � wB�6� h�� �6J�� �7 ���6& � 123/
 5\�G K/=Q& A�N �� ��@# � X6� :�F
��/��������/F 8���9 �6� �2��C ���7 ����� . hB�� ��K= �@ �2</� 1�� �CD�� �W
6& �2��� 123/
 4� A �G :�F�/I2� K/=Q& �

�� ���� P�6� � :���� P�6� �6bG� A
� K/=Q& :�	. ?���/
 e�����6@ RB��G �7 :�/C.  hN��� L�
� �7]27-29[ K= �@ �2</� �
� ���� �2
6/$ K= �@ �2</� ���C �� �� �� :��7 1/3!& ��� �233C K= �@ �2</� � �
��7 A�& 123/
 �7 8
��2� �@ ����C

_�y�6N6� 5�> � 123/
� �F � �� ����2
� T6� �� K�� � 4��C�� .K= �@ �2</� A/=F� �7 �N6& �7 �W
6& �2���  �/;`& YF�@ ��
�� �� P�6�E t�Z&�� �� :��� 5�!/!�& �K/=Q& ��� �7K= �@ �2</� �W
6& �2��� �� �E 1=/W& � 5\�G K/=Q& mG�Z� �6J�� �7 

�7 �& 123/
 ���
��� A
� �2��C 5�6� ���� ]19-23[. �� ���6=� ��6�> �7  ��J� ��6� ����� :��7 ��6&:�F��/� ��/��������/F 
 ����27� a
6& �2</� K= �@ �W
6& �2��� K/=Q&  ��� ef
 8���9 a
6& ��/��������/F R/<�& �6/
�C�  ���
������C �]30[. 

 O�2���� K���7��7A������ � wB�6� h�� �6J�� �7"�� :�F K/=Q& � 123/
 ���
��� ��/� �� K/�/$ :�F��/��������/F 8���9 
AUV�  � � �!� K�� �� �	.�/0 ��2������ �2
6/$ �2��� �W
6& K= �@ �2</�A/<7�B �7 �N6& �7 �:�6�& :�F � ���/$ :�
 �E� �7 

��6�> �C�
��� �2����$ :��7  :��E �N�� Y� �	.�/0 ?�� 123/
AUV �� ����2
����C.  

A
� 5�6� K�� �7 � �!� K�� ��2.�
 : ��/����� 5\��W�AUV  YQ7 ��2 �� ]/�6&���C . YQ7 ��3   �	.�/0 ��2��� :��7 ?6���
EKF �� ��/7 �	.�/0 123/
 4� :�F�2����$ K/=Q& �6J�� �7 ��2����$ �	.�/0 �C�
��� 4� ��6�> �7 ��� �2
6/$���C . YQ7 ��4  �7

�2��� � ����2
� �	.�/0 �EKF 123/
 5\�G K/=Q& �7 :�����/$� 8���9  ��/��������/F ���
��� � ����� �	.�/0 ?��NPS AUV 

II �� �2.���$�6� . YQ7 ��5   �6 :�
 �/Z� x��2� 8/&�& �7 P/�:�/C �V/2� � �F �� ��/7 � �!���6�.  

2-  �1������ 23��4�AUV  

�6J�� �7 |��Q2
� ��/����� 5\��W� Y� A@�G �N�� :��E �F����� �  �<=NAUV� ]��W& 8
��� ���2
� 5�v2Q� � 
5�N�� :��E 123/
 Y!� �=�� ���
 �� :�
 ���� a7���. 5\��W� �>6=V�  �7 1@�G ��/�����AUV �o��� ?�� jZ_ ��� �� 

]7[L�
� �7 � A@�GA
� �7 ������ � � �!2�� :�F �� ��E .:��7 �
��7  � 4/&�=�/
4/����� A@�G 5�7�:�F �����	
  ��
T6� 5�v2Q� ���2
� �2@�G ]��W& �����C .K/ �� ���2
�� ���7 5�v2Q�2 A
� �@ O\6=W� P@�� ���2
� 5�v2Q� ���7  jZ	��

                                                             
1 Lipschitz Continuity 
2 Body Fixed Frame 
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���
���  :��E �N�� Y� �	.�/0 ?���7 ��2Z�  �	.�/0 ��2���EKF  :��7 ��� �2
6/$����� ��	
�� NPS AUV II  

����6
6� �/=G �/
 ��/�6@ �9��/=G  ���/���@� K3��  

�7 P@�� :�����1 l�Q2�� ���6� � :���� 5�v2Q� ���2
� ��/�2 �����7 �@ A7�; � �� �	!� :��27� A@�G ����	
 �� s	
 

lE �� �J� �2��C ���6� ]7[. 5\��W� A@�G ����	
 �� ���7 5�v2Q� �2�6� ���6� �@ 7K�� 8/&�& �F��/� � ��=�:�F 
��/��������/F �7 �//I& :�2
�� ����� ����	
 AZ3� 5�v2Q� �7 ��<@ �//I& �=���@. �� hB�� 5\��W� A@�G O\6=W� �� �� 

YQ7 �� K//W& ����6�:   

1 (?6���:��7 5\��W� ��/&�=�/
 �@ :�F����7 R��� �A/WB6� A>�
 � l�2� ��23F.  

2 (����2
� � K/��6B K&6/� A�N |��Q2
� 5\��W� ��/����� A@�G.  

5�@�G �@ ���V�E � �� U�V�� :�W7 �
 :�b� �� ��	
�� ����� �� :��E �N�� Y� �=23/
 K/�n :��7 ���/C �J� �� �2��C �6� .
 4� :��7 �K���7��7AUV � A/WB6� K//W& :��7 R!23� 5�v2Q� �6�� Y� �:��E �N�� Y� �7 A�N  K�� A/WB6� �@ A
� �/� ��6� �E

���2
�  5�v2Q� :�F :�� �7 �����NPS AUV II  R�� ��1 A
� ��� ���� ����. �� K��  �R���� ����7  k��2� :����� P@�� ����
2Q� �7 AZ3��� ���� �� ��/� 5�v�F�. K�� �7 5�v2Q� �
 �L�
� ���� 5�!2�� � ?�� �E ?6_ �� � �!2�� A@�G � A/WB6� �7 �F

 :�F�6���  ��  ��  t67�� ���.E 5�v2Q� �
 � �6� �E ���� 5�!2�� ��F  ?6_ �� ��.�n A@�G � �7�� A�N ]/�6& :��7
 :�F�6���  ��  �� �� ���7 ��@ �76��. �/I2� � 4� �F ]/�6&  �� ��/����� ?�� :�F6  :��#C A�y> jZ_ �7 �A@�G A�N

)SNAME 1950 ( ?��N ��1 A
� ��� �o��� .  

 
 R��1 : ���2
� A/WB6�  ��/� � ���7 5�v2Q� :�FNPS AUV II  ���=F �7 A@�G :�F�/I2�]7[  

  

 ?��N1 :   ?�� ��/�6& :�F�/I2�AUV ) :��#C ��=�SNAME 1950 (]7[ 

 �N��
:��E 

Y.�n �� A@�G :�2
�� �F���2�C � �F��/�  � �	. :�F A>�

:� ���� 

� �F A/WB6� 
 �<��� :����  

1  �6�� :�2
�� �� A@�Gx  )Surge(  X � � 

2  �6�� :�2
�� �� A@�Gy  )Sway(  Y 	 � 

3  �6�� :�2
�� �� A@�Gz  )Heave(  Z 
 � 

4  � 6_ �6�� ?6G Y.�nx  )Roll(  K � � 
5  �9�> �6�� ?6G Y.�ny  )Pitch(  M  � � 
6  :�6=> �6�� ?6G Y.�nz  )Yaw(  N �  

                                                             
1 Center of Bouyancy 
2 Earth Fixed Frame 

 [
 D

O
R

: 2
0.

10
01

.1
.2

32
23

14
6.

13
94

.3
.1

.5
.5

 ]
 

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 jo

ur
na

ls
.s

ut
.a

c.
ir

 o
n 

20
25

-0
6-

17
 ]

 

                             7 / 31

https://dorl.net/dor/20.1001.1.23223146.1394.3.1.5.5
http://journals.sut.ac.ir/jnsee/article-1-118-en.html


 

 ����� �F �����
: 0�	.�/ 
���� ��� ���� �X�73 ���=� �1 ���237�&1394 Journal of  Nonlinear Systems in Elect. Eng. Vol. 3, No.1, Summer2015 

77 
���
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6/$����� ��	
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����6
6� �/=G �/
 ��/�6@ �9��/=G  ���/���@� K3��  

5\��W�  ��/������	.�/0 �N�� Y� ����� 8<� 13N :��E �� ��	
�� A �G  �<@)���7 5�v2Q� ��( U�� 5�6� �7  
  

)1(  ��	� 	� + ��	� 	 + ��	� 	 + ���� = � 

)2(  �� = ���� 	 
 

��/7 �� �6�]7[�E �� �@ �  
 

     � = ���� , ��� �! ℛ#×� ;         �� = ��, �, � �! ℛ&×� ;         �� = '�, �, (�! ℛ&×� 

  	 = �	�� , 	�� �! ℛ#×� ;        	� = ��, 	, 
 �! ℛ&×� ;        	� = ��, �, � �! ℛ&×� 

)3(     � = ���� , ��� �! ℛ#×� ;         �� = �), *, + �! ℛ&×� ;         �� = �,, �, - �! ℛ&×� 

�� ��@ :�6_ �7 ���7�  A/WB6� � Y.�n ����7 ���F� ����)A�N K//W& (�7 ��/� 5�v2Q� ���2
� �7 AZ3� �</
�  hN�� ��6�>
 ��
����	 A>�
 ����7 ���� � �	. :�F ����7 5�v2Q� ���2
� �7 AZ3� �</
� :� � � ����7 ���F� ���� :����:�F ?�2�@  �@

��=� � �F��/� R��� �7 AZ3� ����� �7 ����� :�F�� ���7 5�v2Q� ���2
����7. ����� 5��Z> �7 �� 6� �
 ?��  ����7 ��	 ��  �� 
����/7 5�/=@ �	. � �
 �� 6� U�� ��  K��3 �����7 ����/7 ������ 5�/=@ ��23F. K/�z=F  a7��� ��)1 ( �)2( U�& �� ! ℛ#×# 

e��&�� ����/7 �
���� ��=� � U�N )w �. ���P�� �( ���	� ! ℛ#×# ��/��������/F e/ 6��6@ e��&�� ���	� ! ℛ#×# e��&�� 

��/��������/F ����/� 8���9 �� ! ℛ#×� � ��/� ����7 �����C ���2�C �����7 .�23��7 �6=� �@~ �� 6� �@:�F e��&��:�F  U�N
����P�� ����/� � e/ 6��6@ ��/��������/F �� 8���9 ��/��������/F �� ���7�����. ��  hB��8���9 ��/��������/F � �W7�&  R��

���7 ��67 � ��/� ����/7�F � ��=�:�F ��/��������/F ���� �7 ����� �� a/�� lE�� ��23F . U�&���� P/� e��&�� 4� �7 R��Z&  �Z&��
K/7 R��@ ���2
� ���7 5�v2Q� � ��/� �� ���7 �237�� �@ �<��� :���� h7�6& �71  ��W�� �� � A
�. �� 123/
A���F :�F � 

?�2�@ ������� K//W& A�N O\6=W� �7 �</
� :���� ��/7 �<��� ���6�.  e��&������ �  A>�
	 ���2
� �� ���7 �7 ��  A>�
��  ��
���2
� ��/� R��Z& ����@. �7 L�
� a7��� )1( �& )3(� ����6& a7��� ��/&�=�/
 �_67�� �� �7  5�6�  

 

)4(  .������/ = .������ 0&×&0&×& ������/ 1	�	�2                   ⟺                �� =  ���� 	 

  

 e��&�� ��E �� �@ �6=� ��/7����  �7  5�6�  
  

)5(  ���� = .������ 00 ������/ 

  

���7 �� .��  �	7�� �� hB��)4(� t�Z&�� :�F�/I2� ���V7�N � A>�
  �	.)�	. A>�
 R��Z&2 ( a
6&  
 

)6(  ��� = 4������5 = ������ 6�	
7 

  

                                                             
1 Euler Angles 
2 Linear Velocity Transformation 
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����6
6� �/=G �/
 ��/�6@ �9��/=G  ���/���@� K3��  

�� ��/7��6� �@ �� �E  
 

)7(  ������ = 489: 89:� −:<= 89:� + 89: :<=� :<=� :<= :<=� + 89: 89:� :<=�:<= 89:� 89: 89:� + :<=� :<=� :<= −89: :<=� + :<=� :<= 89:�−:<=� 89:� :<=� 89:� 89:� 5 

 

�����7 .O\6=W� ��� ���7 �=� :��/2.� Y.�n �
 K�� 8/&�& �@ A��� �N6& �23��7 �2Z � ��7��@ ��?�2�@ � A���F :�F �   
xyz-convention �6� �� ����2
� Y.�n :��7 �<��� :���� �J� � wQ��.  

 �	7�� �� K/�z=F)4(�	7�� � K/7 ���� � A>�
 ����  :�):� ��� A>�
 R��Z&1 ( �7 5�6�  
 

)8(  ��� = >����� ? = ������ 6���7 

���B�7 �����C �@ �� �E  
  

)9(  ������ = 41 :<=� AB=� 89:� AB=�0 89:� −:<=�0 :<=�/89:� 89:�/89:�5 

 

�����7 ]7[.  
 

3- �#��(���� EKF ���#�$ ���� �� 	#8�� ���"9�� � !�%:; ��<����	�$ =� >�"�� 

�����  

  

����� �@ ���V�E � �� 5�6� :��W2� :�F�63�
 a
6& 123/
 4� :�F�/I2� :�/C�F�6. :���F�� �7 �/� ��/C �& �67  �
����� :�/C ���C |��Q2
� �Z
��� �V/2� ]<2Q� :�F�63�
 :�F . �7 P�6� ��� ���� hB�� ���<.�� 4/����� � 123/
  ��
����� �� ��7�� �&y��� �7 123/
 :��7 �� ����@ ?�2�@ �G��_ � 123/
 ���
��� ��F�63�
 :�/C ��
. �A�N K�� �  RB��G

123/
 8<0� �� ��� :�/C ����� �N��. P�6� �/;`& K2.�
hB�� :��� 5�!/!�& �N6& ��6� �F A
� ��� .K�� �  ����� ��6& 
</�K= �@ �2  �2��� �W
6&��6�> �7 ��P7�: ��=&��B K/=Q& �� P�6� �/;`& YF�@ A�N  A �G � �2����$ K/=Q& �123/
 ���
��� ?��

123/
 �	.�/0 �6=� ����2
� P/� .�2</� � ����2
� ��/� �� :��� 5�!/!�& K= �@ �2��� �W
6& �� ��E��� � 5\�G K/=Q&  ���
���
6� P�6� �6bG �� 123/
 A
� �2��C 5�]19-23 �27  �28[.  hB�� ���2</� K= �@ �W
6& �2��� �����6& �� 123/
:�F �	.�/0 

�@ "��20� �� ���E�� � P�6� :�/C ����� ��:�F �6N6� �F�63�
 �A
� :�F�/I2� A �G 123/
 �� �7 �&�6� ��/�7 ��P7 K/=Q& .
���/$  K/=Q& �� �2</� K�� � ����2
� � :�
:�F�2����$ 123/
 K/W���  �	.�/01�� � ��� �@ K��&  gR/ � �7 �A
� �E :�F��7��@
���/$ K/=Q& a.�7 :�
 g� �� �2����$ ���7.  ��2����$ �C�
��� ��6�> �7 �	.�/0 ��2��� K�� :�/C���7 ���� �u�. A �G 

:���� �� �2����$ ?6�V� �� ����6& �7 R��Z& ���@ �E�F �7 ��6�> :�F�/I2�  A �G)���9� (K/=Q& R=��  �]31[. R/��& �7 
�<@ �2��� R/=�& 5\��W� �123/
 �� ��6& �2</� � ����2
� �7 A���� ��  K= �@ �2��� �W
6&:�F�2����$ � �Z
��� K/=Q&  �7 123/


���E A
� .  

                                                             
1 Angular Velocity Transformation 
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����6
6� �/=G �/
 ��/�6@ �9��/=G  ���/���@� K3��  

� :�/C���7 �6J�� �7 ?6���:��7  �	.�/0 ��2���EKF  ��6�> �7�/0 �C�
��� 4��	. ��N��. � A �G � ��W�  123/
 4�
�@ ��� �7 �/I2� �	.�/0 :���� :�F�2����$ A
� ?6�V� 5�6� �7 �� 

 

)10(  ��D�A� = E��D , �D , F, A� + 
G�A� 

)11(  �D�A� = ℎI�D , AJ + 	G�A� 

  

 ���/�7 �J� �� ��E �� �@�D  ! ℛG  �123/
 A �G ����7�D ! ℛK  ��N��. ����7F ! ℛL �?6�V� :�F�2����$ ����7 
G P�6� 
���E��1  �	G  �F�63�
 P�6�):�/C �����(2 �����7 . hB�� ���/;`& A�& 8/&�& �7 5\��W� K�� �� 123/
 �N��. � :���� 

?���/
  :�F
G�A� � 	G�A� ���E�� ��6�> �7?���� �� �
6C ����v& :�F3  5�6� �7?���/
  P�6� :�F�/�
 ���� K/���/� �7  ���B
�2��C  ���.  �@ �6=� ����� �23��7 K/�z=F?���/
  :�F
G�A� � 	G�A� �23Z=F��4 h_�!2� ��23Z=F h7�& �@ :� ��6C �7 ���23F5 �E �F

 �7 �7��7M�
G�A� 	G��A� = 0 A
�. �� �� 5�6� �7 P�6� ?���/
 �� 5�vQ��  ���7]27-29[ .  
  

)12(  
G�A� = -9�NBO�0, P�,               M�
G�A� = 0,              M�
G�A� 
G��A� = P�A� 

)13(  	G�A� = -9�NBO�0, Q�,               M�	G�A� = 0,              M�	G�A� 	G��A� = Q�A� 

  

 a7��� ��)12 ( �)13( � � �6J�� U�& -9�NBO  �M  8/&�27 �
6C h7�& ��?���� �9��� �/�� �� K/���/� �6 �� ����7 K/�z=F
 e��&��P ����/7 e�����6@ �� P�6�E��� �  e��&��Q ����/7 e�����6@ P�6� ����� �A
� :�/C �7 �N6& �7 �@ 5�>y_�  � �6N6�

P�6� ����!� �E�F a
6& H��_ K//W& �����C. ^�F hB�� ��  ��G��_ �2</� K= �@ �W
6& �2��� �7 4� ��6�>  ��7��@ �7 A �G ��2���
���/�7 K/=Q& �123/
 ���
��� A �G :�FP�6� �/;`& A�& 123/
 :�F � :���� ����� :�/C A
�. K/ �� ��6�> �7  :��7 U�CK/=Q& 

:�F�2����$ g?6�V� ) ����7F(  a7��� �	.�/0 123/
)10 ( �)11(� �F �23��7 ����> � 4�  ����7F �� �7  ��6�>:�F�/I2� A �G 
�R=�� �� ����7 :�F�/I2� A �G 123/
 �D� ���B ���� � ����7 A �G ���N  �D∗�� R/��& �6=�. K���7��7 5\��W� )10( � )11(       

�����6& �� U�� :�b� A �G R/=�& ��� �7 5�6�   
 

)14(  ��D∗�A� = 6��D�A�F��A� 7 = .EI�D , �D , F, AJ0 / + .
G�A��G�A�/ 

)15(  �D�A� = ℎI�D∗, AJ + 	G�A� 

  

��/7 �6�  ��@ :�6_ �7
G ! ℛG ��G ! ℛL  �	G ! ℛK ����/7 �� ��� K/���/� �7 �
6C �/�
 P�6� � ����7�D∗ ! ℛGSL   ����7
 ��� R/=�& A �G 123/
A
�.  ef
 5\��W� �7 ��� ���W� 123/
 :��7)14 ( �)15( K= �@ �2</� 5\��W� ��� �2��� �W
6&  ��=F

 5�6� �7 A �G ��2��� � ��W�  
  

                                                             
1 Process Noise 
2 Measurement Noise 
3 Gaussian  or  Normal 
4 Uncorrelated 
5 Cross-Correlation 
6 Expected Value  or  Mean 
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����6
6� �/=G �/
 ��/�6@ �9��/=G  ���/���@� K3��  

)16(  �T�D∗�A� = 6�T�D�A�FU��A� 7 = EI�TD∗, �D , FU, AJ + ,D�A� I�D�A� − �TD�A�J 

)17(  �TD�A� = ℎI�TD∗, AJ 

  

A
� �E �� �@ � �TD∗�A� ��� �� R=�� A �G :�F�/I2� K/=Q&A  � ,D�A�   A
� ��2��� ���7. 

]��W& �7 K/�z=F  �7 K/=Q& :�	.  5�6�  
  

)18(  V�A� = �D∗�A� − �TD∗�A� 

  

 K/=Q& :�	. e�����6@ e��&�� U�� �7  
 

)19(  MWV�A� V�A��X = M Y'�D∗�A� − �TD∗�A�( '�D∗�A� − �TD∗�A�(�Z = [�A� 

  

�� R/��& ���C.       K/=Q& :�	. e�����6@ e��&�� :�
 ��/=@ �7 �2��� �W
6& K= �@ �2</� �hB�� ��
)[�A� = lim_→a�WV�A� V�A��X� = 0(P�6� �/;�& :�
 RB��G �@ �6. �^�F �7 � K/=Q& ���� �� :�/C ����� � ���E�� :�F

�� ��/$ A
� �A
� 123/
 A �G :�F�/I2���@ . �6J�� K��7 hN��� L�
� �7 ����� ��]27-29[�� � ���/$ �� �<�� � ��W� �
 ��6&
�W
6& K= �@ �2</� :�
  �7 �� �2
6/$ ��� �2����6=� ��/7 �� 5�6�  

 

)20(  �T�D∗�A� = EI�TD∗, �D , FU, AJ + ,D�A� I�D�A� − ℎ��TD∗, A�J,                                             �TD∗�0� = �̅D∗�0� 

)21(  ,D�A� = [�A� c∗�I�TD∗, AJ Q�A�d� 

)22(  [ � �A� = e∗I�TD∗, AJ [�A� + [�A� e∗�I�TD∗, AJ − ,D�A� c∗I�TD∗, AJ [�A� + P�A�,           [�0� = [� 

  

a7��� K/76@�} :�
 �	. "�� � ����2
� �7 �@ :�6_ �7  
  

)23(  e∗I�D∗, AJ = fgEI�D∗, �D , F, AJg�D∗ hij∗  k iTj∗   
 

)24(  c∗I�D∗, AJ = fgℎI�D∗, AJg�D∗ hij∗  k iTj∗   
  

�� A
� �7��E .  
[�  �J�  �� A �G :�F�/I2� K/���/� � e�����6@ ���!���� K//W& Y/$ � ����!� ���� �� :�  K= �@ �2</� �G��_ �� �@ ����7

�� ���B ����2
� ��6� ���/C .�� ���� �J�  �� A �G �/I2� K/���/� ���!� 5�6� �7 A �G ��2��� �/ �� a���� l�Q2�� �7  ��6&
�6=� ��� �7 �7��7 ��� �J�  �� �� K/=Q& :�	. a
62� ���!� .�� ����2
� �7 ��6&  �	7�� �)18 ( � �7�Q2�� K/�n �7 �@ ��� ����

A
� ��� �7 �7��7 P/� :�W7 5�J�  ���=& �� K/=Q& :�	. a
62� �A �G ��2��� �/ �� a����  ��W�]27-29[  
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)25(  �TD∗�0� = �̅D∗�0� = Ml�D∗�0�m      ⇒     MWV�A�X = Ml�D∗�A� − �TD∗�A�m = Ml�D∗�0� − �TD∗�0�m = 0 

 

�� ��� �J�  �� A �G :�F�/I2� e�����6@ ���!� ��67 ��/2.� �� �7 �N6& �7 K/�z=F  e��&�� ��6& [�0��/ �� a���� ��6�> �7 �� 
�&���� R/3������ � ��W� )DRE(1  �	7�� ��)22 (���E A
� �7 �� 5�6� �7.  

  

 

)26(  

[�0� = MWV�0� V�0��X = M Y'�D∗�0� − �TD∗�0�( '�D∗�0� − �TD∗�0�(�Z         
                                              =  M Y'�D∗�0� − �̅D∗�0�( '�D∗�0� − �̅D∗�0�(�Z = [� 

  

 K�� �V/2� ��6�> �7 A���� ��YQ7  a7��� � ����2
� �7)20 ( �&)22( K= �@ �2</� ���7 �R=�� 123/
 5\�G ����� K/=Q& 8/&�27 �
�	. e�����6@ e��&�� � �2��� �W
6&K/=Q& :  ��� ��A ��  A
� �7 � ���
� ��7���E. �P/� �E 8Z
 �7 ef
 ����7 :�F�2����$ 

?6�V� 123/
 )��/��������/F 8���9 �����( K//W& � ��/����� ?�� 123/
 wQ�� ���6�.  

4- ������� ��� ����� � !�%:; @���) �1������	��< 	����  NPS AUV II A�#;EKF  

�� K��  YQ7 �� ��� �o��� 8 �	� L�
��7 �YQ73� �7 ����2
� � �2</� 12��6� � K= �@ �W
6& �2��� �7 ���
��� ?�� �	.�/0 
Y� �N�� :��E 4� ��6=� ����� ������C�6. ��	
  K/=Q& ^�F �7��/��������/F 8���9  P�6� �6bG ���2.���$ ��-

�6�.  ��C�
��� K�� �G��_ ���� ��i�/<$6@ K/7 U�=& :�F�6� 2@�G ����� ��J� �� �2��C � ���A
. K/=Q& ���� �  8���9
��/��������/F �7 h=N :��E ����:�F :����-�N��. :��7 4� 5�� ��� �7 ����� ��\6_ ���@ � "���$ ef
 �E�F �� 

12��6� � ����
��� 5�6� �2��C A
�. �� K�� "�� )EKF(�  O�2������/��������/F 8���9 �
��7 A�& O�=/!23� �7 ��6�> 
�N��. �7 A
� �����E.  �6=� ��/7 �23��7 �2Z ������F �@ ��C�
��� K�� �G��_ :��27� �� 8���9 ��/��������/F �� ����7 

:�F�/I2� A �G �<�� 123/
 ���B ���� �����6� e�����6@ e��&�� ��W7� :�	. �A �G Y��P�� �� ��7�� �7 :�6_ �@ �;� ���� 
�7 �����@ K/=Q& �2��#C � e��&�� � ��W� K/76@�} A �G �7 �C�/z/$ ?�� :�F��/� ��/��������/F� ��/z/$  �� �F�6.]30[ . �

��� K�� R��� L���7 �2����$ ���� �� ���
��� 123/
 �@ �7 A<> �C�/z/$ �9��� ?�� �7 ���W& ������ :�F�2����$ �/0 �	. � 
:�/C ����� K/�z=F:�F �2�0E �7 P�6� � :�F�/I2� �A �G ��V�� ���6� �7 �� �J� K2��C ��#C �/;�& � 1�� R��> ��  ��6�> �7

YQ7 K��& 1�� � ��� �C�
��� �G��_ :�FEKF� h�&�� �����C A
� ]27-29 �32 �33[ . �?�� R��>� `3�  l�Q2�� � s/��
����� ����!� 8
���e��&�� :�F ���E�� P�6� e�����6@ :�FP :�/C ����� � Q �� x��2� ����C�� � :�/C6<N �6J�� �7 �@ ����7

EKF �123/
 5\�G K/=Q& ���<=> � ��E��@ ?P�& � �E l�Q2�� �� �23��7 �6=� AB� �F]32 �33[ . ��/7 �23��7 �	7�� K�� ��
 �@ �6=� hN�� L�
� �7]33[ �C� � O�2Z3� :��> ����!������ :��7 �C�P7e��&�� :�F 8Z
 ���C l�Q2�� P�6� e�����6@ :�F

 �WB�� ���!� ?6G K/=Q& ���
6� ���<=> ��V��)���� (��e��&�� :��7 4n6@ ��/37 :��> ����!� l�Q2�� R7�!� �� ��6� :�F
�� �
��7 A�& ?6�V� :�F�2����$ K/=Q& �� L���7 ��V�� 8Z
 P�6� e�����6@���C. �� R��>�U � `3�  ��2.�
 4� l�Q2��

 ���E�� P�6� e�����6@ e��&�� :��7 8
���P �� � �!� K�� �� �@ ���7 :�	B U�� 4� 5�6� �7]32[ ����� �@ �7 8
��2� �E :�F
 gR=�� 5\�G � 123/
 �<�� �N��. 5\�G) ����7 ����>F ( YQ7 �� �� �7 �123/
 �7 ��� ���9� 5���2� :��> ����!� �7

 5�6v7P = o<B��P� , P�� ! ℛ�#×�#   �7P� ! ℛp×p  ≠ P� ! ℛ�r×�r  ) ��>9  �17  �N��. 5\�G ���W& ����/7 8/&�27
�� ?�� U6<W��� :�F�2����$ � 123/
 �<�����7 (�� 1/3!&A
� ��� l�Q2�� ���6�.  �� �7 �N6& �7 � �!� K�� �� �� K�� �� `3�  ��/7

                                                             
1 Differential Riccati Equation - DRE 
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����6
6� �/=G �/
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 � ��2.�
 l�Q2�� �7 �	7�� �� ��� ����� ����!�e��&�� :�F:�F  K/=Q& :��7 ���E A
�7 x��2� L�
��7 K/�z=F � �e�����6@
�E � 4� �F K/=Q& :�	. � ��/��������/F 8���9 :��7 �Z
��� :��> ����!� K/�z=F � :�	B U�� 4� l�Q2�� �7 ��F

e��&�� A���� �� �P�6� e�����6@ :�F<=>� �2��� �6Z�7 123/
 ?6�V� 8���9 ���
���  �� �C�
��� ���  �7 K/=Q& ?�� 4�
����C ��V�� �WB�� ?�� �7 AZ3� k��� ��/37 :�	..  

�7 �6J�� �0E :��N� ��?�=> 12��6� � ���
��� K= �@�2</� �W
6& �2��� :��7 ���
��� ?�� � K/=Q& �/��������/F :�F�2����$� AUV 

�7 5�6� a.�7� �� K�� � �!� � 4� ?�� �	.�/0 Y� �N�� :��E ����� �6. :����������C NPS AUV  II �7 ��2.�
 U6<W� 7 �
>��6� ?�� hN�� � �!/!G �7 �6J�� R/<�& :��> �x��2� ����2
� A
� �����C.  hN��� L�
��7]7� 34[ A@�G 5\��W� �Y�  �N��

 8<� 13N :��ENPS AUV II )��2��� 5\��W� ��=F �>6� �7 �� ( a7��� U�� �7)1 ( �)2 ( �� YQ72 �F�6. �� 5�6� �7 �
�67  

  

  

  

  

  

  

  
 

 

 

  

)27(  

s���V:       ) = N��� − 	� + 
� − �u��� + ��� + �u��� − ��� + �u��� + �� �  

  

s
B�:        * = N�	� − 
� + �� − �u��� + ��� + �u��� − ��� + �u��� + ���  

  

cVB	V:      + = N�
� − �� + 	� − �u��� + ��� + �u��� − �� � + �u��� + ���  

  

Q9OO:          , = N��u �
� − �� + 	�� − �u�	� − 
� + ���                                      
+vi�� + Ivw − vxJ�� − ��� + ���viw + ��� − ���vxw + ��� − �� �vix 

  

[<A8ℎ:       � = N��u��� − 	� + 
�� − �u�
� − �� + 	��                                        +vx�� + �vi − vw��� − ��� + ���vix + ��� − ���viw + ��� − ���vxw 

  

*B
:        - = N��u�	� − 
� + ��� − �u��� − 	� + 
��                                           
+vw�� + Ivx − viJ�� − ��� + ���vxw + ��� − ���vxi + ��� − ���viw  

  

 �� �@�E ����> �)�*�+�,���- ��/� K/Z� �6�� �
 ?6G 13N�7 ���� :�F���2�C � �F�� �  �� ������7.  �6�@� L�
� �7
�� ��� �o��� 8 �	�  YQ73 ��� �	7�� ��2��� ?�� ��6&)27 (a7��� 8 �B �� �� )10 ( �)11 ( �7 �	.�/0 123/
 4� ��6�> �7
 g?6�V� :�F�2����$ ����7 �� �6N6�F �:�F�2����$ ��6=� ���9� �7 ef
 � �2��C �J� ��  ����7F �7 ��6�> :�F�/I2�  A �G R=��

 ����7 ��:�F�/I2� A �G 123/
 �D� A���� �� ����7 A �G ���N  �D∗ ��R/��&   � ����� �� 123/
 5\��W�7�  A �G :�b� U��
 ��� R/=�& a7���)14 ( �)15 ( �	7�� 5�6� �7  
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)28(  

yz
zz
zz
zz
zz
{��	�
������������F� |}

}}
}}
}}
}}
~

= ���G��_�� d�

yz
zz
zz
zz
zz
{ )� + )K*� + *K+� + +K,� + ,K�� + �K-� + -K� + � :<=� AB=� + � 89:� AB=�� 89:� − � :<=��� :<=� + � 89:�� :V8�0�r×� |}

}}
}}
}}
}}
~

 

  

�6=� R��Z&� �� YF�D$ K�� �� ��� �2��C ��@ �7 �	.�/0 ��2��� �G��_ �<�� :��Z� �@���7 . �	7�� ��)28( ���G��_��  ����/7
 ���9� A �G ��
���� e��&��F g��/��������/F 8���9 ����/7 )�	. ����/�(  ?6�V�123/
 �  ����>)K�*K�+K�,K��K�-K 

�� 6� ���F� ���� :�F��/��/
���� :�F���2�C � �F�� )�<.��(1 �� �� �@ ����7A
� ��� ���W� ����� ]7� 34[.  
  

  

  

)29(  
��G��_�� =

yz
zz
zz
zz
z{N − �� �& )�� 0 0 0 N �u 0 ⋮0 N − �� �& *�� 0 −N �u − �� �� *L� 0 −�� �� *�� ⋮0 0 N − �� �& +�� 0 −�� �� +�� 0 ⋮0 −N �u − �� �� ,�� 0 vi − �� �� ,L� −vix −viw − �� �� ,�� ⋮ 0#×��N �u 0 −�� �� ��� −vix vx − �� �� ��� −vxw ⋮0 −�� �� -�� 0 −viw − �� �� -L� −vxw vw − �� �� -�� ⋮⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯0��×# ⋮ v��×��|}

}}
}}
}}
}~

 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

)� = �� ��')LL �� + )�� �� + )��  �� + )L� � �(+ �� �&')��  
 � + )�L 	 � + )�� 	 � + )���  � � �� + )���  � � ��(+ �� ��')�� 	� + )��  
� + )���  � 	 �� + )���  � 
 ��+ ��I)���� ��� + )����  � � ���J( − �� − �� :<=�+ �� �& )����  � � �� ��=� + �� ��')����� �� ���( ��=� + �� �� �� )L��L 

  

*� = �� ��'*L� � � + *��  � �( + �� �&'*�L � � + *�  � � + *�� 	 � + *�L  
 � + *��  
 �(+ �� ��'*� � 	 + *��  	 
 + *��  �� ��( + �� − �� 89:� :<=� 

  

+� = �� ��'+LL �� + +L� � � + +�� ��( + �� �&'+� � � + +�L 	 � + +�� 	 �(+ �� ��'+� � 
 + +�� 	� + +�� �� ��( + �� − �� 89:� 89:�+ �� �& +�G � � ��=� + �� ��'+�G � 
 + +���  �� ��( ��=� 

  

                                                             
1 The Components of the Inertial Forces and Moments 
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)30(  

,� = �� ��',�L � � + ,�� � �(+ �� ��',L � � + ,�  � � + ,��  	 � + ,�L  
 � + ,��  
 �(+ �� �&�,� � 	 + ,��  	 
 + ��u  � − ��  �� 89:� 89:�− ��u  � − ��  �� 89:� :<=� + �� �� ,LG � � ��=� + �� �& �& ,L��L 

  

�� = �� ��'�LL �� + �L� � � + ��� ��( + �� ��'�� � � + ��L 	 � + ��� 	 �(+ �� �&'�� � 
 + ��� 	� + ���  �� ��( + ��u  � − ��  �� 89:� 89:�− ��u  � − ��  �� :<=� + �� �� ��G � � ��=�+ �� �&'��G � 
 + ���G �� ��( ��=� 

  

-� = �� ��'-L� � � + -�� � �(+ �� ��'-L � � + -� � � + -�� 	 � + -�L  
 � + -��  
 �(+ �� �&'-� � 	 + -��  
 + -��  �� ��( + ��u  � − ��  �� 89:� :<=�− ��u  � − ��  �� :<=� + �� �& �� -L��L 

  

  

  

  

  

  

  

  
  

  

)31(  

)K = N�	� − 
� + �u��� + ��� − �u���� − �u����  
  

*K = −N�−
� + �� − �u��� + ��� + �u���� + �u����  
  

+K = N��� − 	� + �u��� + ��� + �u���� + �u����  
  

,K = N�−�u�−�� + 	�� + �u�−
� + ���  
−Ivw − vxJ�� + ����viw + ��� − ���vxw − ����vix  

  

�K = −N��u�−	� + 
�� + �u�−�� + 	��   −�vi − vw��� + ����vix − ��� − ���viw − ����vxw 

  

-K = N�−�u�−
� + ��� + �u�−	� + 
��  
−Ivx − viJ�� + ����vxw + ��� − ���vxi − ����viw  

 �	7�� ��2��� ?�� ��)28(����7 � :�F�/I2� A �G R/=�& 123/
 ���� R��2�  �9  ���=F �7 123/
 �<�� A �G17 8��9 
)?6�V� :�F�2����$(  ����7 �� �6N6�F � O�>6=V�26 �7 A �G 5�6�   
  

)32(  �D∗ = ��, 	, 
, �, �, �, �, �, , F �  

�� �J� �2��C ��� A
� . ����7 �@ :�6_ �7F R��� �17 �
��7 A�& ��/��������/F 8��9 )8���9 ����/� �	.( 5�6� �7 �  
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���  :��E �N�� Y� �	.�/0 ?���7 ��2Z�  �	.�/0 ��2���EKF  :��7 ��� �2
6/$����� ��	
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����6
6� �/=G �/
 ��/�6@ �9��/=G  ���/���@� K3��  

  

)33(  F = '�� , ���, �� , -� , -�� , -� , -L, +��, +� , +�, *�� , *� , *� , *L, ,L , ,� , ,�( 

  

�����7.  K��17  8��9g��/��������/F �
��7 A�&� hB�� �� � 5  ]<2Q� A@�GAUV  ��� ��� R��G�@ �/;`& K��2�/7 �� �� 
 :��#$�6��� A/<7�BAUV ��V�� �����@ ]35 �36[ �� K�� � �� `3�  123/
 R@ :�3 �� �� �=�� ��/37 Y!� ����> K�� ���
���

AUV �� ��������@ . �� ��/��������/F 8���9 ���
 �� �!� K�� �� K/��$ A>�
 ����� l�Q2�� �7 �N6& �7 �@ A
� �@~ �����
��� �	. ����/� ��� l�Q2�� ��/��������/F 8���9 �7 AZ3� 123/
 ���
��� ������23/� ����6.�7 A�6 �� � ��� . �� �� K�� �

 ���
��� �7 ��E A@�G A>�
 K/�z=F � �7�Q2�� ��	
�� ����� T6� �7 �N6& �7 � �!� K�� �� hB��a.�7 � ���P=F  8���9
 �	. ����/� ��/��������/FAUV  �� 5  �6�2@�G� ]<2Q�  6� ��C��� 4� ��6�> �7�� �2.���$�6� . � 4��F ���W� K��17 

�E � 4� �F ��� ��V�� A@�G T6� � ��� ���=F �7 �7�Q2�� 8��9 ?��N �� �F2 A
� ��� �o���.  

�N��. ����7 123/
 ���� R��� P/� 5�6� �7 :� ���� � �	. A/WB6� � A>�
 :�F R�~A
�.  
  

)34(  �D = ��, 	, 
, �, �, �, �, �,  �  

����7 :����:�F ?�2�@ ?�� Y� �N�� :��E ����� ����	
 �@ �7 �6J�� �//I& A �G  AUV����2
� ���6� �	7�� jZ_ )35( 
:����6 �/I2� R!23� A
� �@ :���� K�� � 4� �F ?�=>�� A/WB6� �7 �N6& �7 R�� j7�	� �F1� �7 5�6�   

  

)35(  �D = '�� , ��, �� , ��L, ���, =(�  

  

]��W& ����6� .5 ����� ?�� � ����7 :���� )35(� ���� 5���� � 4 �7:�F A�N ���F� �7 A@�G  ���������	
 ��23F 
 �= ���!� A>�
 Y.�n A��� 123/
  Y����/$) �<�� �����$ ���������	
( A
� �@ �7 ����2
� � :��/� 4� 4���& 

�6&6� �� ?�2�@�6� ]37[.  

123/
 4���& 4 �7�F �����6& �7 5�6� ?�� 4� ���
 �Z&�� ?�� � �7 T�Z�� ��� ��6=� ���  A@�G 4 �7�F �� �J� �2��C 
�6�. K��7 �� �6J���� 1�� �2@�G 6����
 �� � ��6& ��/� K�� :�
 5�6� �7:�F ���� �&���2� � ���� 4 �7�F �7 ����� 

A7�; �� �/I2� 5�6� �7{�P�� :�F � :� �<$ �7 ��6�> :���� 123/
 :��7 ��V�� :�F�6��� �&���2� � A@�G ����	
 �7 
�6=� ?�=>� ?�� . K���7��7 �� �!� K�� ��� AB� ��V�� :��7 A�� ��E� :�����/$ �6��� �K/=Q& ��� �� 8/@�&  � A=
 A@�G

��V�� m>�7 �@ �A
� ��� ����2
� K/��$ �7 �� j=> �6���  ��7��@�$ � ^��W�)�/3�(  R�� ���P<G��  �z/$���:��7 ����� 
����	
 ���6� .�6��� K�� R�� ���P<G ��7�Q2�� �6��� � ����@ A
� ���F �� :��@��G 4���& m>�7�2@�G :�F AUV 

�E �7 aZ&�� ��/��������/F 8���9 K2��� � 123/
 ?�� ���
��� 8Z
 �V/2� �� ��� �F�6�.  
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����6
6� �/=G �/
 ��/�6@ �9��/=G  ���/���@� K3��  

?��N 2 :  �	. �/0 ?�� �
��7 A�& 1�� ��/��������/F 8���9AUV ]7 �35 �36 �38 [ 

]���   8���9  

��/��������/F  

s/96&  ���   T6�  

A@�G  

1  ��  8��9 �F��6���1
   g���2�C�  U�N ���P�� �9�>2 A�/  � 4 �7 :�F

� �2�@3 

kg *  m / rad   8���9
 A@�G
Pitch  

2  ���   g���2�C �F��6��� 8��9�  4 �7 A�/ � �2�@ :�F  kg / rad  

3  ��   g���2�C �F��6��� 8��9�  4���4 4 �7 ����7 � � �2�@ :�F  kg  

4  -�  8��9 �F��6��� g���2�C -  A�/  4 �7:�F � �2�@ � ���P�� U�N �9�>  kg *  m / rad   8���9
A@�G  

 Yaw  
5  -��   g���2�C �F��6��� 8��9-  4 �7 A�/ � �2�@ :�F  kg / rad  

6  -�   g���2�C �F��6��� 8��9-  4 �7 A�/  � 4������7 � � �2�@ :�F  kg  

7  -L  g���2�C �F��6��� 8��9-  �9�> ���P�� U�N  kg *  m / rad  

8  +��  g:��/� �F��6��� 8��9+  4 �7 A�/ � �2�@ :�F  kg / (m *  rad)   8���9
 A@�G
Heave  

9  +�  8��9 �F��6���  g:��/�+  4 �7� � �2�@ :�F  �9�> ���P�� U�N  kg / rad  

10  +�   g:��/� �F��6��� 8��9+  4 �7 A�/ ���7 � � �2�@ :�F  kg / m  

11  *��   g:��/� �F��6��� 8��9*  4 �7 A�/ � �2�@ :�F  kg / (m *  rad)   8���9
 A@�G
Sway  

12  *� 8��9 �F��6���  g:��/�*  A�/  4 �7:�F  � � �2�@�9�> ���P�� U�N  kg / rad  

13  *�  g:��/� �F��6��� 8��9 * 4 �7 A�/ ���7 � � �2�@ :�F  kg / m  

14  *L  g:��/� �F��6��� 8��9*  �9�> ���P�� U�N  kg / rad  

15  ,L  g���2�C �F��6��� 8��9,   �9�> ���P�� U�N  kg *  m / rad   8���9
A@�G  

Roll  
16  ,�   g���2�C �F��6��� 8��9,  �9�> ���P�� U�N  kg *  m / rad  

17  ,�  g���2�C �F��6��� 8��9,  �9�> ���P�� U�N  kg  

  

YF�D$ K�� �� K�� :�
 �/Z� :��7 �6��� :���� � ^��W� 4 �7 :�F0.175 �/��; �7 ������ )10 �N��(4 �7 �� �F :��7  � :�F
���
 )��( ���� � :�F� �2�@ ����$ )�� (?�=>� 5�6� �7 �@ A
� ��� ����2
� ���� :�
 4� ����� �7 A7�; �<$ 5�6� �7  :�

A
� ��� l�Q2�� . A@�G A>�
 �@ ���V�E � �� �!� K�� �� K/�z=FAUV  ��J� ��6� � A7�; 5�6� �7 �2��C �J� �� K/��$
 A
� ���)� `3� ��7��@ :��7 K/��$ A>�
 ����� ���
�����/0 � 5����2@� ��&�!/!�& �=<> :�F(�  8���9 ���
��� ���� ��

 ��/��������/FAUV �123/
 A��� A@�G A>�
  Y����/$ P/� �7 �7��7 � A7�; 5�6� �7= = 500 ��N  l�Q2�� A
� ��� 
]7[ . ���
��� ���� �� ����� A@�G A>�
 ��P/� :��7 ���� :� ���PC l�Q2�� 5�6� �� �@ A��� �N6& �2�� K�� �7 �23��7

 ��/��������/F 8���9AUV�6=� ��F�6. �//I& P/� ��/��������/F 8���9 ����!� 123/
 ���P/� � ��/����� u�6. L�
��7 � 

                                                             
1 Maneuvering Coefficient 
2 Added Mass Cross-Term 
3 Fin Lift 
4 Munk 
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6/$����� ��	
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����6
6� �/=G �/
 ��/�6@ �9��/=G  ���/���@� K3��  

]7� 34[�  A/
�3G Y��P�� ����� K�� �@�2����$ K/=Q& ���� �C�/z/$ ������ ��/��������/F 8���9 l�Q2�� U�P  K/�z=F � �F
���� ?�Z�� �7 �� 8
��� �6���. U�C K/�z=F  :�
 �/Z� �����7 �7��7 T=0.01 A
� ��� l�Q2��.  �@ ���V�E ��@ ���:�F��7 

O\6=W� �<=> P�6��F:�� �7 ��#C �/;�& :  123/
T6� � �� �
 P�6��� �J� �� �/���/C ]27-29[ �:�
 �/Z� �� K���7��7K�� :�F 
YQ7 P/� �� `3�  123/
 5\�G K/=Q&AUV  a
6&EKF  ��6& �7 �/�
 P�6� �6bG ��0.1 :�/C ����� P�6� ��6�> �7 )�N��. (

�� �
��7���C.  ?6=W� �6_ �7 �� ��� ?�=>� g�7�Q2�� P�6� ��6& ��P/�YQ7 :�
 �/Z��F �A �G ����� ��P/� �7 8
��2� �23��7-

:�
 �/Z� L�
� �7 � �!� K�� �� �@ ���7 123/
 ��� :�/C ����� :�F �2=@ ��6& �7 P�6� 4� �@ A
� �!	�� ��2��C 5�6� :�F
�6� l�Q2�� 4� � . ��P�� U�� �� �E �7 �p��2� �� K�� �MATLAB  ��6& �7 ?���� h�6& � ��� K/���/� �7 �/�
 P�6� k6<7 4� �

)5��B (0.1 A
� ��� ����2
�.  R��2 ���B P�6� � ���=� �2��C  �F�63�
 :�� �7�@ ���9� 123/
 �N��. ����7 �7 ��C�� �A
� 
 ���� �����F�. U��C��� k6<7 �A���� �� 7 K/=Q& 12��6� � �<@ � ��2��� �</
�)C�
���� (K= �@ �2</� �	.�/0  �7 �2��� �W
6&

 �6J�� ���
����	.�/0 ?��  :��E �N�� Y� �����NPS AUV II  K/�z=F �=Q&/ a.�7 K17  ��/��������/F 8��9�E  ��
 R��3 ��� �o��� A
�.  

  

 

 R��2 :  P�6�)�/�
 ( :�/C �����  
  

  
 R��3  :��2.�
 :�����/$ ��2��� a
6& K/=Q& 123/
 �	.�/0 EKF  ����� :��7NPS AUV II  

 

5- ���� ���� C���,  

�YQ7 K�� �� �J� �� �7  K2��C��2.�
 123/
 �<@ :�����/$ K/=Q&  R��3 � ��7  ?�=>�K= �@ �2</� �C�
��� :�����/$ �2��� �W
6& 
 YQ7 �4�/0 ?�� �7 � :��E �N�� Y� �	.  ������� ��	
NPS AUV II ]7� 34[� �7���� � `3� ��2�� �C�
��� K�� 

 � H�	�R��G x��2� :�
 �/Z� �:�F  �E�
��7 ��6� �� ���B��/C. �/Z� �� :�
�F�2��C U�V�� :� A/WB6�5��N � �F  "��C
�7 �/ �� ��@ ?�� �� ��� �2��C �	.�/0 K/=Q& � �WB�� AUV  �7 �7��7���, ��, ��, ��, ��, � = �11,11,11,1,1,1   �
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�� NPS AUV II  

����6
6� �/=G �/
 ��/�6@ �9��/=G  ���/���@� K3��  

:���� 5�6� �7 �/ �� :�F���, ��, ��, �� = �1,1,1,1   K/�z=F ��
�, 	� = �1,1  ��� ��� ���. a���� �/ �� t67�� �7 

e��&�� e�����6@ :�	. K/=Q& � ����7 ��6� ��/��������/F 8���9 �J� P/� 8/&�27 �7 5�6� 

[�0� = [� = o<B��0.1� ! ℛ�#×�#  �F�0� = �0.0001  ! ℛ�×�r ����C l�Q2��. e��&��:�F e�����6@ P�6� �N��. � 
A �G P/� 8/&�27 �7  U��Q = o<B��0.001� ! ℛp×p � P = o<B��P� , P�� ! ℛ�#×�#  �@ :�6_ �7

P� = o<B��0.0001� ! ℛp×p � P� = o<B��0.001� ! ℛ�r×�r �J� �� �2��C ��� A
�. �7 �/Z� U�V��:�
�7 �F L�
� ��2.�
 

R�� 3� �� �N��. A����:�F K/=Q& 123/
 ��  ���AUV ) ����7 ����> R���F  �123/
 A �G :�F�/I2� (�� �3��!� �7 123/
 

�!/!G ]7� 34[ ��7 5�6� R�� :�F4 �& 10 �7 �� A
����E.  

�7 L�
� x��2� R��:�F 4 �& 8� K/�z=F � �3��!� K/7 8���9 ��/��������/F t67��  �75 �2
� �2@�G ]<2Q�  �?�� ���
��� ��� 

� ����!� 8���9 �WB�� �E�7 �F� �2��C ���hN ]7� 34[� ��F��� ���@ ���C �C�
��� EKF :�����/$ �7 ���<=> �76<	� 8Z
 

�����=F O�2Z3� j/B� 8���9 K/=Q& �� ��� �7 5�6� R7�B � 6ZB �7 A=
 ����!� �WB�� A
� ���. ��y> �7 �K�� :�	. K/=Q& �F 

� 4� K�� 17 8��9 ��/��������/F �� R��:�F 4  �&8� 5�� �� �7 :����� ��� A=
 ��� ���=F ������C �@ K�� �@�G � 

A�� ���<=> 12��6� � K/=Q& �� :�����/$���7 .x��2� R��G �  K/=Q&17 8��9 ��/��������/F ��6� �7 �J� L�
� ��:�F 

�2@�G �7 �����  �7 �� 5�6�5 �2
� 4/��& ��� ���.  

1 ( �2@�G �� �7 aZ&�� ��/��������/F 8���9 K/=Q&Pitch :  
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 R��4  : �2@�G �� ��/��������/F 8���9 K/=Q&Pitch  �:��E �N�� Y� �	.�/0 ?�� ����� NPS AUV II �  

  )] �( ��� )l(  K/=Q& :�	. ��� )|( ���� )�(  K/=Q& :�	. ���� )�( ��� )�(  K/=Q& :�	. ��  
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